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Resumen

En un espacio de Hilbert % se estudia la estructura geométrica del conjunto
GL(“%y* de todos los operadores lineales acotados inversibles que son positivos. Se
describen, en particular, las geodésicas de GL()*. Relaciones con varias areas de la
matemética y la fisica se describen con algin detalle,

Abstract

Given a Hilbert space %/ the set GL{7)* of all positive invertible bounded li-
near operators on H is studied from a differential geometrical view point. Particular
attention is paid to the study of the geodesics of GL{#)*. The relationship with another
parts of mathematics and physics are discussed.

Introduccion

En lo que sigue, %/ denota un espa-
cio de Hilbert sobre el cuerpo € de los nu-
meros complejos, L(#) es el dlgebra de los
operadores lineales acotados sobre ¥y
L{#), es el subespacio (real) constituido por
los operadores autoadjuntos (también lla-
mados hermitianos ¢ simétricos):

L), =S e L(F) : §* = S}

donde para cada T £ L(%) el adjunto T*
esta definido por la relacién

Acto realizado con metivo de la entrega del
premio "Alberto Gonzdlez Dominguez" en Mate-
mdtica, el 21 de noviembre de 1997,

Tz, y) = &, Ty . y)e X

siendo (, ) el producto interno de .
Consideramos también el conjunto

LA ={85e LA, : {(Sx, x) 20 Vxe F.

Denotamos por GL(%) al grupo de
operadores inversibles en L(%) {0 sea el
grupo de unidades del algebra L(%) y
GLEA) = GLIH) LK), También conside-
ramos GL(%), = L(¥%), n GL{(#y el
subgrupe ‘7 de GL(%4) constituido por los
operadores unitarios de L{#):

U={Ue L(F): UU=UU*= 1L

Este trabajo es una resefia del estudio del
espacio GL(%%)* v de partes de L(F)*, reali-
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zado por el autor en colaboracién con Este-
ban Andruchow, Alejandra Maestripieri,
Mario Milman, Horacioc Porta, Lazaro Recht
y Demetrio Stojanoff.

Ademads del posible interés intrinse-
co que tiene este tema, existen indudable-
mente nexos con geometria de espacios de
Finsler, teorias de interpolacién, anélisis
matricial, estadistica, mecdnica cudntica,
ecuaciones diferenciales, etc., que de algu-
na manera justifican esta reseiia.

T.os contenidos del trabajo son los
siguientes. La seccién 1 es una descripcién
de GL(%)* como variedad diferenciable y
como espacio homogéneo de GL{4). En la
seccion 2 exhibimos a GL(%/)* como base de
un fibrado principal con una conexién na-
tural y determinamos explicitamente las
geodésicas de esta conexién, En la seceién
3 estudiamos la descomposicién polar de
operadores inversibles, que en la seccién 5
se utilizara para definir diversos fibrados
sobre U, con fibra difeomorfa a GL(‘4)*. En
la secci6n 4 introducimos una métrica de
Finsler en GL(%) que permite medir lon-
gitudes de curvas. Con esta métrica las cur-
vas geodésicas de la seccién 2 resultan ser
curvas minimales. Mds atin, veremos que
con esta métrica GL(#)* verifica propieda-
des que, en el caso de variedades Rie-
mannianas, caracterizan a las variedades
con curvatura no positiva. En la seccién 5
estudiamos GL(°4)* como componenie co-
nexa de GL(%/), y como fibra de una fun-
cidén asociada a la descomposicién polar. En
la seccidon 6 estudiamos a L{(°%)* como cono
convexo, lo que permite en particular par-
tir a L(%)" en una serie de subeonjuntos,
Hamados componentes de Thompson cada
uno de los cuales resulta ser una variedad
(uno de estos componentes es, en realidad,
GL(#)") y todo lo estudiado sobre GL(°A)"
puede reproducirse en cada componente.

La seccién 7 contiene, junto con las
referencias bibliograficas, una serie de co-
mentarios sobre los resultados anteriores y
sus nexos con diversas areas de matemati-
ca y fisica.

1. GL{%¥)* como variedad diferenciahle

Es un hecho bien conocido que
GL(9) es un subconjunto abierto de GL(%H).
De esto resulta que GL(%¥), = GL(%)
L(%), es abierto en el espacio de Banach
(real) L(9),. Asimismo se puede probar que
GL(F)* es un subconjunto abierto de
GL(Y),. De esta manera, GL(H)" resulta ser
una variedad diferenciable, subvariedad
abierta de L{%%), y para tode A € GL(7) el
espacio tangente (TGL{%)"), se identifica
con L(F),.

Consideremos ahora la accién de
GL(%#) sobre GL(#)* definida por

L GL(H) x GL{H)* — GL{H)*

LV, A)= L A = V AV*,
Esta accién determina para cada A
e GGL(%4)" una funcién diferenciable

m, GL(7) — GL(Hy
7, (V)= V AV

con las siguientes propiedades, de facil
verificacion:

1) m, es suryectiva;

2) m, es abierta (3i U c GL(Y) es
abierto entonces {VAV* : V € U} es abierto
en GL(H));

3) m, admite secciones locales dife-
renciables (para cada B = n,(V) existen un
abierto W en GL(%)* v una funcidn
diferenciable s : W — GL(%) tales que
7,(s(B)) = B para todo B € W).

FEistas propiedades convierten a
GL(%) en un espacio homogéneo de GL(H),
a fortiori muestran que cada m, es un
fibrade principal.

2. Conexién y ge odcswas

A partir de ahora estudiaremos ex-
clusivamente €l caso 4 = 1, es decir la fun-
cién ©: GL{H) — GL{(H)" (W) = WW*F,
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Obsérvese que ‘U = {U € GL(%) . U*
= U1}, coincide con 7! (1)o sea con el grupo
de isotropia de m.

La funcién 7 : GL{(%) — GL(%)* es
evidentemente diferenciable y su diferencial
en I es la funcién lineal (Tn) X = X + X*.
Asi, 1(%), es un suplemento algebraico del
ntcleo de (1'n) , que consiste del espacio de
operadores antihermitianos.

Més atin, dado W & GL(%)

(Tn), X = XW* + WX*

v entonces, si definimos

V= X XW* 4 WX* = 0}

y H, = WL(%),, obtenemos:

DL =H,@V,si We GL{%);

2) URLU*= H, s U e U,

3YH,U=H,,siUec U We GL(Y).

A una distribucion W — H, de este
tipo en geometria diferencisal se la llama
una conexion cuando es diferenciable, o sea
cuando la funcién que le asigna a cada W
la proyeccién @ : L(%%) — L(%) con nicleo
Ve imagen H, es diferenciable. En nues-
tro caso,

1
Dy(X) = 5 (X + WX*W*) (X e L(FD)

que depende diferenciablemente de W,

A los vectores de H, se los denomi-
na horizontales.

En todo fibrado localmente trivial

p:E—B

cada curva diferenciable y: [0, 1] — B ad-
mite un levantamiento, esto es existe una
curva diferenciable T : [0, 1] — & tal que
plT(E) = wt) (z € [0, 1]). Si el fibrado tiene
definida una conexién existe un levanta-
miento (esencialmente Gnico) que es hori-

: d
zontal en el sentido de que I'(¢) = s ()

e H,(te [0, 1]

En nuestro caso, existe una ecuacién
diferencial lineal, a saber

[ %w*r, T)=W

cuya lunica solucién es el levantamiento
horizontal de y que comienza en W (demos-
traciones de este hecho se encuentran en
[19], y [12D).

Siv: [0, 1] » GL(%%)* es una curva
diferenciable y I : [0, 1] — GL(*4)* es un
levantamiento diferenciable de y entonces I

es horizontal si y séle si IT* es her-
mitiano. En efecto, T’ es un levantamiento

si v solo si y= I'T*. En tal caso ['= %W"ll“

se convierte en IT*=TIT* o sea que IT*
es  hermitiano. Reciprocamente si

IT#*=TT* yy=IT* entonces [T = %W_l

de donde T es el tnico levantamiento hori-
zontal de y.

Esta ecuacion diferencial se denomi-
na la ecuacion de transporiée de la conexidén
y permite definir derivadas covariantes de
campos tangentes a lo largo de una curva y
en GL(#)" : si v es una curva diferenciable
en GL{%)* y X es un campo tangente a lo
largo de v, de modo que X(#) € (TGL(H)"

2 : yit)
la derivada covariante de X es

%:X—%(Xy—w +yy 1 X)

it 1
= r(t)EKTLm}“]Tm X(t)) '@

D _
dt —

Una curva y es una geodésica de la conexién

Un campo X es paralelo si

si Yy es un campo paralelo, es decir si

¥=n
Es facil probar que la conexién es
invariante por la accién, es decir que siy es
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una geodésica entonces WyW* es también
una geodésica.

Las geodésicas con origen 1 tienen la
forma

¥(@) = e*, Z e L(H), = (TCGL(H)"),
donde Z = +v(0).En general, la fnica

geodésica y con origen A tal que 7(0) =X ¢
(TGL( ), es

Y(E) = A% et WA A

Este hecho permite determinar ex-
plicitamente la funcién exponencial de
GL(“)* como espacio homogéneo:

oxp, 1 (TGL(HY), — GL(F)*

estda dado per exp, X = A% et A%,

Esta funcién es, en este caso, un
difeomorfismo cuya funcién inversa estd
determinada por

log, W = A” log (A*WA™A"

Otra caracteristica de GL(Z)" es que
dos puntos cualesquiera A, B determinan
una Unica geodésica con esos extremos, a
gaber

¥, 58} = A%A™ BA™Y A%, (t € [0, 1]),

3. Descomposicién polar

Recordemos que todo W ¢ GL(%) se
puede escribir de manera tinica como pro-
ducto de un operador positivo y de un ope-
rador unitario. Explicitamente,

W = (WW* P {(WW*)*W]
donde evidentemente (WW*)* ¢ GL()" y

el hecho de que (WW*)*W sea unitario re-
sulta de una identidad del tipo

AWWHW = WAW*W)

para cualquier funcién continua (mas gene-
ralmente, medible Borel y acotada) defini-
da en el compacto oc(WW*) L {0},

Para abreviar, nos referiremos a
(WW*y*W como la parte unitaric de W. Una
consecuencia de la forma explicita de los
levantamientos horizontales de curvas y en
GL{7)* es la siguiente: un levantamiento
diferenciable T" de v es horizontal si v sélo
si su parte unitaria U satisface la ecuacién

LT :_;;[(,Y LFZ).,Y—UE _yVe ('Y 112)']

(ver {12]).
4. Métrica de Finsler en GL{H)"

Para motivar la introduccién de la
métrica de Finsler en GL(%)*, observamos
que cada A € GL(%)* define un producto
interno < , >, en % mediante

<Xy >, =<A%y >,

Denotaremos %, al espacio de
Hilbert (%, <, >,). Observemos que

| 12
j!x;jA S, X = ”A x"

Propasicién, Para cade W e GL(H),
W* es un isomorfismo isométrico de K, ..
sobre A,

Identificando (I'GL(#)*), con L{9),
y viendo que cada X € L{(%), induce una for-
ma sesquilineal

B,:H xH — € Big,y)=<Xn,y>

definimos

Il =[xl =

ol <1

Proposicién. (i) | X], :”A-lfz XA‘HZH
(ii) Para cada W ¢ GL{%)

=sup {<Xu y>|: |o, <1
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”H:KH ﬂ|WAW* = "X"A

Estos hechos permiten probar que la

funcién A | |, es una métrica de Finsler,

a saber una funcién suave que asigna a
cada A € GL(/)" una norma en el espacio
tangente a GL(/)* en A. Mas atin, la accién
de GL(%#) sobre GL(%/4)" es isométrica.

Esta situacién es més general que la
que ocurre en las variedades de Riemann,
en las que hay un producto escalar en cada
espacio tangente, que varia suavemente con
el punto base,

La fongitud de una curva diferen-
ciable v : [0, 1] — GL(%)* puede ahora
definirse como

]

L) = [y dt.

Yied

Teorema. Para todo par A, B €
GL(H)* la geodésica Y. p €8 la curva de lon-
gitud mds corta que une A y B en GL{%)*.

Su longitud es_[log(A™"2BA™2)|

(ver {18} y [12]).
Llamaremos distancia geodésica en-
tre A y B al numere

d(A,! B) = L(YA,B) = iilog(A'm .BA_HE)H.
Sibien de su forma no podemos afir-
mar inmediatamente que d cumple los axio-

mas de una métrica, el teorema anterior
muestra que

d(4, B) = inf L(y)

donde el infimo se toma entre todas las cur-
vas diferenciables que unen Ay B y es un
hecho general que ese infimo define una
métrica en la variedad GL(F)*,

El teorema siguiente contiene tres
propiedades del espacio métrico (GL(4)*, d)
que son de gran interés en geometria dife-
rencial (véase [15], {18], [17], [2]).

Teorema. (i) Si A, B € GL(%)* en-

tonces d(A, B) = |log A-log BJ;

(i) Si A, Be GL(H)* vy i e [0, 1] en-
tonces d(A*, B) < td(A, B);

(i1} Siv, 6 son geodésicas en GL{H)*
entonces @(t) = d(y(t), 5(¢)) es una funcion
convexa.

En geometria riemanniana, estas
propiedades caracterizan a las variedades
riemannianas cen curvatura seccional no
positiva. Como GL(4) no es una variedad
de Riemann porque sus espacios tangentes
no son hilbertizables (0 sea no existe una
norma euclidea sobre ellos), no existe una
nocidn de curvatura seccional. Sin embar-
go, estos resultados muestran que GL(%)*
se comporta como una variedad de Finsler
"negativamente curvada'. Sobre este aspec-
to, el lector puede consultar las monografias
de Gromov [27], Jost [28]. Nikolaev [30],
Ballmann {6], {7], Eberlein [23].

5. El espacio GL(4),

El espacioc GL(7), de operadores her-
mitianos inversibles tiene también una estruc-
tura geométrica muy rica cuya relacién con la
de GL{#)* describiremos en esta seccion.

Como GL(#)", también GL(7), es
un subconjunto abierto de L{%4), y como tal
una subvariedad abierta cuyos espacios tan-
gentes se identifican con L(%/),. Existe tam-
bién una accién

L : GL(9) x GL(9), = GL(F),
que extiende a la de la seccién 1:
LV, A)=L,A=VAV*

Como consecuencia de esta accién se
define para cada A € GI(%),, la funcién
diferenciable

n, : GL(7) - GL(Y),, =n,(V)=VAV*
que no es suryectiva (como si lo es la fun-
cion analoga del caso GL(*4)*) pero que es
abierta y admite secciones diferenciables.
De esta manera, la imagen de n, (0 sea la
6rbita de A por la accién L) es un espacio
homogéneo de GL(%%) y admite una co-
nexién natural, gobernada por la misma
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ecuacion de transporte que en el caso de
GL(%)". Obsérvese que GL(%)" es una de
las 6rbitas de GL{(#),, a saber la que corres-
ponde a cualquier A € GL(%)*. Adem4s, no
s6lo GL(%/)* sino cada érbita n,(GL(7)) (4
e GL(°4),) es una componente conexa de
GL(%%),, resultado clasieo de teoria espectral
debido a A. Wintner. Si en lugar de traba-
jar en el contexte de L(%) lo hiciéramos en
el de un algebra C* abstracta A con unidad,
entonces el grupo de inversibles GA podria
no ser conexo. Sin embargo (GA* es conexo:
en efecto, exp: A, — GA* es un difeo-
morfismo con inversa log.

Veamos el comportamiento de los
elementos de GL(%#), con respecto a la des-
composicion polar. Como vimos, cada W
GL(%) se escribe de manera iinica como

W= AU,

gsiendo A € GL(Y)*y U e <UL

Si W e GL(), entonees se comprue-
ba facilmente que AU = UA. Por otro lado
AU = (AU = U*A y entonces U = U*, Esto
muestra que tomar la parte unitaria de un
operador hermitiano inversible define una
funcién claramente diferenciable,

0: GLEH), » P, p(W) =T,

siendo P = {W e GL{4) : W = W¥ = Wi},

Esta funcién es un fibrado localmen-
te trivial y su estudie tiene consecuencias
muy interesantes. S6lo mencionaremos que
GL(%%)* es una de las fibras de p. Mas pre-
cisamente,

GL{A) = pt (D).
En general, si S € P entonces

p'i(S) = {AS : A € GL(F)*, AS = SA).

Para definir una métrica de Finsler

sohre GL(/) o sea una norma “”w sobre

(TGL(/,),, para cada W e GL(%),, utiliza-
mos la descomposicion polar W = A7, Obser-
vemos que cada X ¢ (T' GL(Y%),),, =L(H), de-
fine una B(x, y) = < Xx, y >. Definimos

"X“W = "BX" =

= sup{l« X,y >, < 1|y}, <1}

donde la norma de la forma B, se calcula

cuando en °# se define el producto escalar
<K y>p=<Ax, y>.

Obsérvese que si W e GL()* enton-
ces W= A vy la definicién coincide con la de
la seccion 4.

Si X € (TGL(),),, entonces
Proposicién. (@) | X, = ” A-V2 M-vﬂzu‘

(ii) “X"w =HVXV*||”W, para todo V €
GL(H).

El resultado siguiente el teorema
andlogo de la seceién 4.

Teorema. Si W, W, e GL(A), ¥y
p(W)) = p(W.) = U entonces existe una uni-
ca geodésica yen p(U) c GL(F), tal que
Y(0) =W, ¥ v(1) = W.. La forma de y es

Y(t):A:JB(A{UZ Ag A;Hg)f A]l.f?. Dr)

donde A, (resp. A)) es la parte positiva de
la descomposicidn polar de W, (resp. W,).

Mds atin, y es la curva diferenciable
en GL(‘?t‘)h de longitud minima entre todas
las que unen W,y W, deniro de p*(U).

La demostracion de este teorema
estd basada en el hecho de que la diferen-
cial de la funcion p: GL{#), — P es una
contraccion, en el sentido de que

(T o)y <Xl

(X e (TGL(%)k)))W)

y este hecho depende a su vez de la des-
igualdad

lSTS-1+ 87 18| > 27

vélida para todo S € GL(F),, T € L(F).
Sobre esta desigualdad y otras equi-
valentes el lector puede consultar [2].
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6. El cono L(“A)

Es facil comprobar que L(°#)* es un
cono convexo cerrado de L(4),. En este tipo
de conos A.C. Thompson [41] introdujo la
siguiente relacién de equivalencia: A ~ B si
¥ sélo si existen nimeros positivos r, s ta-
les que rA < B < sA (donde, dados C, D €
L(#), C < D significa < Cx, x > << Dx, x >
Yx € ‘H). Dado A € L{4)* llamaremos com-
ponente de A al conjunto

C,=1Be L(H): A~ B).

Por otra parte, R.G. Douglas [22]
probé el siguiente resultade, valido para
operadores A, B € L(%4). Son equivalentes:

(1) imA <.,imB

(2) existe r > 0 tal que AA* < rBB*

(3) existe C € L(H) tal que A = BC.

Usando la equivalencia entre (1} y
(2) resulta que para cada A € L{%)*

C, =1{B € L{Y) : imA* = imB*}.

donde si D € L(#), D* denota el tnico ope-
rador positivo cuyo cuadrado es D.

De esta manera, el conjunto de com-
ponentes de L(H)* queda parametrizado por
un conjunto de subespacios de %, a saber
aquellos que pueden representarse como la
imagen de un operador positivo. Puede pro-
barse que si § = imT para un cierto T ¢
L{%%), entonces S = im(TT*)* Esta clase de
subespacios es de mucho interés en teoria
de operadores (ver [20], [21], [24]). Obsér-
vese que la componente que corresponde al
subespacio S = % es precisamente GL(%)".

El resultado principal del trabajo de
Thompson es que cada componente es un
espacio métrico completo con la métrica
(que nosotros describimos sélo para el caso
concrete de L(“H)* pero que vale en general)

d(B, C) =
=max{logsup{r>0:rB<C},loginfls > 0: B <sC}

El interés de este resultado reside en
aplicaciones a la teoria de ecuaciones dife-
renciales e integrales, que se remontan a un
trabajo de G. Birkhoff [9]. En él se utilizé

una pseudométrica (llamada méirica proyec-
tiva de Hilbert) para transformar una ecua-
¢ién diferencial en un problema de punto
fijo en un cono convexo. Kl problema tiene
solucién porque cierta funcién asociada es
una contraccion en cada componente del
cono con respecto a la métrica de Hilbert.
Sobre estos temas el lector encontrara una
excelente exposicién en las monografias de
Nussbaum [31], [32].

La relevancia de la métrica de
Thompson con referencia a la geometria de
los operadores positivos reside en el gsiguien-
te resultado, cuya demostracién se encuen-
tra en [13].

Teorema. Cada componente de
L(F) es un espacio homogéneo con estruc-
tura diferenciable y méirica de Finsler. Las
geodésicas de cada componente son curvas
cortas. kn cada componente la distancia
geodésica coineide con la distancia de
Thompsaon.

Referencias

El estudio de la estructura de
GL(7), como variedad diferenciable y como
unién de espacios homogéneos de GL(/),
asi como de sus geodésicas y de su métrica
de Finsler se encuentran en [19}. La des-

STS*+ 8178

en la seceién 6 fue probada en [14]. En el
trabajo [2] se muestra que hay varias des-
igualdades equivalentes, una de las cuales

igualdad l > 2|T| mencionada

ISTS+STS |2 2T| (Se GLix), Te Lix)

es la clave para demostrar que en el fibrado
localmente trivial

p: =P, pAU)= U,
donde @ = {E € L(%¥) : E? = I}, las fibras
p X7} son geodésicamente completas y las

geodésicas son curvas cortas para la métri-
ca de Finsler

P a2z
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donde X € (1'Q),, E = AU. Estos resultados
se encuentran en [19]. La deseripcitn de los
componentes de GL(Y), asi como sus geo-
désicas y propiedades geométricas en gene-
ral se encuentran en [19]. Fl lector puede
consultar en [10], [31], [32], {39] diversas
aplicaciones de las métricas de Hilbert y
Thompson.

Sobre la desigualdad E‘A‘B‘"S"AB"t

(4, Be GL(H)*, 0 <t < 1}y varios resulta-
dos relacionados, el lector puede consultar
[25]. En [4] se demuestra que esa desigual-
dad es equivalente a la propiedad d(4¢ BY)
<td(A, B) y que de ella se deduce facilmen-

te d(A, B) > {log A~ log B}, fque a su vez es
equivalente a la desigualdad de 1. Segal

(|exp(S+T]IS"exp%expTexp—:ﬁ—” (ver [15]).

Cabe senalar que una versién de esta des-
igualdad para la norma de la traza, proba-
da por S. Golden [26] y C.d. Thompson [42),
tiene mucho inferés en meecdnica estadisti-
ca y continia siendo objeto de estudios y
generalizaciones en varias direcciones. Es
interesante notar que la desigualdad de
Segal tiene un preciso sentido geomsétrico,
asi como la desigualdad de Heinz con la que
comenzamos este parrafo. Es probable que
lo mismo ocurra con las desigualdades de
Golden y Thompson para la métrica
riemanniana inducida por la norma de la
traza.

Cada A € GL(%)" induce sobre % un
producto escalar equivalente al dado v a su
vez induce una involucién *,. En el trabajo
[3] se estudia la funcién (A, S) > o4, S)
que cada A € GL(%)* y cada subespacio
cerrado S de %/ le asocia la Ginica proyeccion
@(A, S) con imagen S que es *,-hermitiana.
La geometria del conjunto de proyecciones
no necesariamente hermitianas ha sido de-
sarrollada en [16],

La geometria del conjunto de opera-
dores de densidad (es decir, operadores po-
sitivos con fraza 1) ha probado ser un ins-
trumento muy 1til en la deseripeién ope-
ratorial de la llamada fase de Berry [8], fe-
némeno relacionado con el principio de su-
perposicion de la mecéanica cuantica. El lec-

tor encontrarid en los trabajos de A.
Uhlmann {43], [44], D. Petz [37], [38] y otros
[35] resultados en esta direccion. Los traba-
jos de Amari, Ohara vy otros matematicos
japoneses [1], [33], [34] contienen aplicacio-
nes de la geometria de las matrices positi-
vas inversibles a ciertos problemas de la
teoria de control lineal y estadistica.

Una interesante relacién con la teo-
ria de interpolacién de operadores la brin-

dan los hechos siguientes. Dos normas | ,,

||-||B como en la seccién 4 pueden unirse
mediante una curva de interpolacién, a sa-
[. LI I

o =Ilas 1

ber una curva

I

IIB-

, tal que

1

En un trabajo clave en teoria de
interpolacion, A.P. Calderén [11] definié 1o
que se llama el método complejo de inter-

polacién. Supongamos gue se une a

Se obtiene entonces en el instante ¢ 1a nor-

4. con

|| p utilizando la construccién de Calderon.

ma [, que resulta ser ‘"“-’ABfﬂ' Mas atn,

si en el cono convexo N de las normas en ¥
que son equivalenes a la norma definida por
el producto interno < , >, la distancia de
Banach-Mazur sobre N

nx" "xla l
dl ]..] [} = max{logsup—:*,logsup-——=2
(" “1 “ "2) { £el) "x"z xxl ",.6”1 ;l

coincide con la distancia geodésica de
GL(%)* (y por lo tanto con la de Thompson).
Estos resultados se encuentran en [5].

Son innumerables las aplicaciones a la
estadistica de la geometria de los conjuntos
de matrices positivas inversibles as{ como
también del de las matrices idempotentes
(proyecciones oblicuas). Esperamos tratar es-
tos temas en profundidad en otro trabajo.
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